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EXERCICE
Q1.

Soit Y une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramétre p €]0,1[. On note
g =1 —p. La fonction génératrice Gy de Y est définie pour |t| < % par :

= Foo +00 foo pt
Gy (t) =D P = bt =3 pd Mt = pt 3 (et = pt Y () =
k=1 k=1 k=1 =0

L’espérance s’obtient en dérivant la fonction génératrice et en I’évaluant en t =1 :

(1—qt)? (L= qt)? (1—qt)?

Diow B(Y) = Gy (1) = 2 = 5 = L.

Gl (t) = p(l—qt) —pt(=q) _p—pgt+pgt _  p

Q2.

Le code est constitué de 4 chiffres choisis parmi 10 (de 0 & 9). Le nombre total de codes
possibles est donc 10* = 10000. L’expérience consiste a choisir un code uniformément au hasard
parmi tous les codes possibles. La probabilité de tomber sur le bon code (qui est unique) est
donc p = m =104

Q3.

Dans cette stratégie, les tirages s’effectuent sans remise parmi les 10000 codes possibles.
La variable X prend ses valeurs dans 1,10000. Le k-iéme essai est le bon si et seulement si les
k — 1 premiers étaient faux et le k-iéme est le bon. Cependant, plus simplement, le bon code a
la méme probabilité d’étre placé & n’importe quelle position de la séquence des 10000 tirages
possibles (ordre des essais). Ainsi, X suit une loi uniforme sur 1,10000. Sa loi est donnée par :
Vk € 1,10000, P(X = k) = 15555 Son espérance est F(X) = 12000+1 — 5000, 5.

Q4.

Dans cette stratégie, les tirages s’effectuent avec remise et de maniére indépendante, avec
une probabilité de succés constante p = m. La variable X représente le temps d’attente du

premier succés dans un schéma de Bernoulli. X suit donc une loi géométrique de paramétre
p = 10"%. Son espérance, calculée & la question Q1, est E(X) = Il) = 10000.



Q5.

Voici le script complété. On initialise le nombre d’essais & 1 (puisqu’un essai a déja eu lieu
avant la boucle), et on redemande le code tant qu’il est faux.

code = 4714
n = int(input(’Taper un code & 4 chiffres :’))
k=1
while n != code:
n = int(input(’Taper un code & 4 chiffres :’))
k+=1

print(’Vous avez trouvé le code en ’+str(k)+’ essais.’)

Q6.

La fonction Python s’écrit simplement & ’aide d’une liste en compréhension et de 'opérateur
modulo %.

def crypte(m):
return [(x + 5) % 10 for x in m]

PROBLEME - Intégrales de Fresnel

Partie I - Intégrales fonctions de leur borne

Q7.

La fonction t — it est de classe O sur R en tant que composée de fonctions de classe C™°.
Par le théoréme fondamental du calcul intégral, la fonction H, qui est la primitive de ¢ — eit?
. ;2
s’annulant en 0, est également de classe C*° sur R. Sa dérivée est H'(z) = e'*".

Q8.

Soit € R. On effectue le changement de variable u = —t (donc du = —dt) dans l'intégrale
définissant H(—x) :

H(-z) = /0 e’ dt = /0 ¢ (—1)du = _/o e du = —H(x)

La fonction H est donc impaire.

Qo.

On connait le développement en série entiére de I'exponentielle : VX € R, eX =
En substituant X = it2, on obtient :

+oo X7
n=0 n! -

+oo (Z't2)n 1+

12 (3
S LA
n! n!

n=0 n=0

Ce développement est valable pour tout ¢t € R (rayon de convergence infini). En intégrant terme
a terme cette série entiére (ce qui conserve le rayon de convergence), et puisque H(0) = 0, on
obtient :

= n!(2n + 1)

Ce développement est valable sur R tout entier.



Q1o0.

Soit & > 0. Effectuons le changement de variable u = ¢? dans l'intégrale définissant H ().
L’application t +— t? est un C'-diffeomorphisme de ]0, z] sur ]0,22]. On a du = 2tdt = 2 /u dt,
dou dt = ;7.

2 2

H(z) = “"’dt:/ w_—_ :/ d
= [ [t [ S

Q11.
Par la relation de Chasles, pour z > 472 (donc 22 > 27) :

2

H(w)—H(\/%)Z;/; \c;;du

Effectuons une intégration par parties sur ce segment. Posons w(u) =

et v'(u) = e On a

Sl

w'(u) = —%%/2 et v(u) = —ie™.
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Q12.

Etudions la limite de I'expression de la question précédente lorsque z — +00.

.2
. . . XY
— Le terme "tout intégré" : ‘7162 QL 0.
x T z—+oo
— L’intégrale : On a u%ﬁ = u3—1/2 Or, a = % > 1, donc d’aprés les critéres de Riemann,
. , iu
I'intégrale ;roo uegﬁ du est absolument convergente, donc convergente.

Ainsi, le membre de droite de ’égalité de la Q11 admet une limite finie quand  — 4o00. Par
conséquent, lim,_,, H(x) existe et est finie, ce qui prouve que l'intégrale généralisée f0+°° eit dt
converge.

Q13.

Voici une implémentation de la méthode des rectangles (4 gauche) en Python.

def I(f, a, b, n):
h=((0m-2a /n
S=0
for k in range(n):

S += f(a + k * h)
return S * h



Q14.

from cmath import exp

def f_H(t):
return exp(lj * t**2)

def H(x, n):
return I(f_H, 0, x, n)

Partie IT - Calcul des intégrales de Fresnel
Q15.

Pour le numérateur : e=% ("~ = ¢=2*¢iz® Gon module est [e 2| x e’ = 2" x 1 =
e~ Pour le dénominateur : [¢2 — i| = V)2 + (12 =Vt + 1.
Q16.
—22(t2—4)
Posons f(z,t) = “———
— Pour tout x € R, 'application t — f(x,t) est continue sur R.
242
— Domination : D’aprés Q15, on a |f(z,t)| = ﬁ < \/tiﬁ = ¢(t). La fonction ¢ est

continue sur R. En 400, ¢(t) ~ t%’ ce qui est intégrable (Riemann avec o = 2 > 1). La
fonction ¢ est donc intégrable sur R.

Par le théoréme de continuité des intégrales a paramétres, la fonction g est définie et continue
sur R.

Q17.

Soit (xy, ), une suite divergeant vers +oo. Pour presque tout ¢ € R (tout ¢ # 0), lim,, o0 €™
0, donc la suite de fonctions ¢t — f(zy,t) converge simplement vers 0 presque partout sur R.
La domination |f(x,,t)| < ¢(t) établie a la question Q16 reste valable. D’aprés le théoréme de
convergence dominée (séquentiel), on a limy oo [T f(zn,t)dt = [T200dt = 0. Ceci étant
vrai pour toute suite divergeant vers +oo, on conclut que lim, . g(x) = 0. Par ailleurs, la
fonction g est paire car f(—z,t) = f(z,t). On a donc également lim,_, ~ g(z) = 0.

242
zot

Q18.

22042
La fonction f admet une dérivée partielle par rapport a x : g—i(w, t) = —2z(t? — z)% =
—2ze~ % (=) (Cette dérivée particlle est continue sur R* x R. Domination locale : Soit [a, b]

un segment tel que 0 < a < b. Pour z € [a, b] :
0
f(x,t)‘ = 2lz|e™ " < 20679 = (1)
ox
La fonction 1), est intégrable sur R (référence a U'intégrale de Gauss). Ainsi, par le théoréme de
dérivation des intégrales & paramétres, g est de classe C! sur |0, +-o00[. Par parité, elle I'est aussi
sur | — 00, 0[. Donc g est de classe C! sur R*.



Q19.

En appliquant la formule de Leibniz grace a la domination de la question précédente :
+o0 +o0
J(z) = / —2ze (=) gt = 2z / e qt
—0o0 —0oQ
Posons le changement de variable affine u = xt (valable car z > 0), donc dt = %.

. +o00 d ) +o0 )
g (z) = —2ze™” / e L = _gein? / e du = —2y/me™

oo T oo

Q20.

Calculons la premiére intégrale de la décomposition fournie. En mettant sous forme canonique
2
le dénominateur : t2 — /2t + 1 = (t — @) + % En posant u =1t — @ (donc dt = du) :

+oo 1 S S +oo 1 d oo 9 d oo 2 d
t: _— o _— — e
/oo 22— V2t +1 /_oo 12 /_oo 22410 /_ V2ur+1

= [\/iarctan(uﬁ)]f =2 (— — <—§>) =71V2

R R . L. 400 B
De la méme maniére, par un changement de variable symétrique, [”_ oy ft+ 1dt /2.
+00

e t2 -dt, on integre la décomposition admise sur R. Les termes de

w'(t)

sont de la forme () dont les primitives sont In [t? & /2t + 1|. Evaluées entre

Pour calculer g(0) =

2t+v2
24241
—o00 et +00, ces fonctions logarithmiques tendent vers +o0o avec des équivalents en 21n |¢| qui

s’annulent mutuellement (par imparité du numérateur une fois recentré, leurs intégrales sur R
valent 0). Il reste les termes constants aux numérateurs :

la forme

z—i—l 1+
(22%\[) ™2 = \/577

9(0) = % (0 +i(mV2) — 0+ z‘(m@)) _

Q21.

En intégrant ¢’ (obtenu en Q19) de 0 & x, avec la continuité de g en 0 (bien que ¢’ n’ait été
prouvée que sur R*, un prolongement continu le garantit ou l’on intégre sur [e, z]) :

7 — 2y/7H(x)

9(x) = 9(0) = /0 —2vme™ du = —2vAH(z) = g(a) = 1¢+§i

En passant a la limite quand = — +o00, puisque lim,_,~ g(x) =0 (Q17) :

1414
1+ +oo 7” (ﬂf \f \/’
0= -2 1 H(z) = e’ d

En identifiant parties réelle et imaginaire, on obtient les intégrales de Fresnel :

/+oo 2 \[ /-l—oo 2 1\/?
cos t sm t
0 2V 2




Partie III - Etude d’une série de fonctions

Q22.

C’est la technique de sommation d’Abel. La formule admise donne :

N N
Z an(bn - bnfl) = Z(an - an+1)bn + aN+1bN - albO
n=1 n=1

La suite (by,) est bornée (disons par M). Comme lima, = 0, le terme ay41by tend vers 0.
Etudions la série " (ay, — @n11)bn. Elle est absolument convergente car :

|(an, — ant1)bn| < Mlayp — ant+1| = M(an — ant+1) (car (ay) est décroissante)

Or la série télescopique > (a, — an4+1) converge (sa somme partielle vaut a3 — ay41 — aq).
La somme partielle du membre de droite a donc une limite quand N — 400, ce qui assure la
convergence de la série > a, (b, — by—1).

Q23.

On reconnait la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique de raison ¢ = e # 1
(car z €]0,27]).

n ; ein; (e_in; ein;) nr nx
inT — 95 & :
Z eikm _ iz l—e _ eix _ emeii("_;)z 21 SID( 2 ) _ eii(n_gl)z Sln( 2 )
T T “oisin(2) in ()
1 e'2 (e'2 —e'2 ¢S5 S (5

Q24.

Pour x €]0, 27 fixé, posons b, = > _p_, €** avec by = 0, et a,, = ﬁ La suite (ay,) est réelle,

positive, décroissante et de limite nulle. La suite (b,) est bornée par m d’aprés 'expression
einz

de la Q23. De plus, b, —b,,_1 = €. D’aprés la Q22, la série de terme général a,, (b, —b,_1) = NG

converge. La fonction S est donc bien définie sur |0, 27(.

Q25.

D’aprés lexpression de S(z) de la question précédente, on peut écrire :

(&

ike T i(k+l)e _ gike

. . +OO
iz _ 1 iz _ 1
e L) = e | et
ix ix kz_l Vk p

=1

Par ailleurs, la relation de Chasles permet d’écrire l'intégrale sur [1, +o0o[ comme la somme des
intégrales sur les segments [k, k + 1] :

/+oo et 1t00 k41 eitw
dt = / dt
Ve ; Koo Vi

La différence s’écrit donc :

ir _q +oo itz +oo i(k+D)x _ ikx k41 itz
R A e
(24 1 Vit izVk k Vi

k=1




En passant a la valeur absolue et en utilisant I'inégalité triangulaire (la série converge) ainsi que
I'inégalité admise par I’énoncé :

i(k+D)z _ ke k+1 gitz R
_ < Z -
/k ﬁ - — 4k3/2

eim -1 400 i tx +00
—5(x) - E
1 1
k=
La série de terme général 5 est une série de Riemann convergente car a = 2 > 1. En posant

k3/
C = Zk 1 4k3 572 (qui est une constante finie strictement positive indépendante de z), on obtient
bien le résultat demandé.

Q26.

Pour z > 0, effectuons le changement de variable u = tz dans I'intégrale de I(x). L’application
t — tz est un C'-diffeomorphisme croissant de [1,4+oo[ sur [z, +oo[. On a du = zdt = dt =

du
f/+oo ot f/Jroofww

L
u/a:x

z f

Lorsque x tend vers 0T, cette intégrale tend vers f+oo ffdu Or, d’apres la Q10, H(y) =
5 fo f+°° e du = 2limy_, 10 H(y). D’apres la Q21, limy, 4o H(y) = f0+°° et dt =

(1+l)f
VG . On en déduit que :
. A+iyr [ .
1 I =2 X —(1
o0+ (z) 22 2( +9)
Q27.
Par les développements limités usuels en 0 : e —1 = iz + o(x), donc % =14o0(1). La
limite de = en 0% est donc 1.

Reprenons I'inégalité de la Q25 et multiplions-la par \/x (qui est > 0) :

i fS f/+oo

zt:c
dt‘ <Cyx

Ce qui se réécrit :
1T

L /ES(@) - I(2)| < Oz

Lorsque z tend vers 07", le membre de droite C'v/z tend vers 0. Par le théoréme des gendarmes,
¢~ /xS(x) — I(z) tend vers 0. Puisque lim, ,+ I(z) = V5 (1 +14) (dapres Q26), on a néces-

sairement : )
. e —1 T .
() s

= 1. On en déduit que :

T Vas() =[50+

Finalement, I’équivalent de S(x) quand x tend vers 07 est :

5@~ \fae)

’LCL‘

Or, on sait que lim,_ g+ £



